Tema 2:

Sucesiones y series.
(segunda parte)

Estructura del Tema 2 (primera parte):

® Series Convergentes. Algunos criterios de convergencia.
® Convergencia absoluta y condicional. Series alternadas.
® Series de nliimeros complejos.
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Serie numérica: Definicion y convergencia

Una serie numérica es la suma infinita de todos los términos de

una sucesién numérica: > ° a,
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Serie numérica: Definicion y convergencia

Una serie numérica es la suma infinita de todos los términos de

una sucesién numérica: > ° a,

o0

?
ey dn < 00

¢ Cudndo es “sumable” una serie, e. d. )
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Serie numérica: Definicion

Una serie numérica es la suma infinita de todos los términos de
una sucesién numérica: > ° a,

o0

?
ey dn < 00

¢ Cudndo es “sumable” una serie, e. d. )

o0
Se dice que una serie Z a, es convergente si existe L € R tal

n=ng
que:

Se dice entonces que la suma de la serie es L.

o o o
Notacion: Escribiremos E an, E an, O g an.

n=ng no
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Ejemplo 2.6: ;Son sumables las siguientes series?

[oe)
1 1 1 1
1 - = Bl T T T
(1) Zn l+5+3+5+
n=1
o0
1 1 1 1
2 —~ =1 S 4=
(2) n? +4+9+16+
n=1
o 2
n 1 4 9 16
3 - T4t 727
() nZ=:1n2+1 2+5+10+17+
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Ejemplo 2.6: ;Son sumables las siguientes series?

[oe)
1 1 1 1
1 - = Bl T T T
(1) E:H l+5+3+5+
n=1
o0
1 1 1 1
2 = = 14—
(2) n? +4+9+16+
n=1
o 2
n 1 4 9 16
3 - T4t 727
() nZ=:1n2+1 2+5+10+17+

Obs.) Una condicién necesaria pero no suficiente para la
convergencia de una serie es que el término general tienda a cero:

o0

Criterio del resto: Silim,y00an#0 = Z an diverge

n=ng

n2
Ejemplo 2.6(3) (cont.): La serie Z ) d|verge ya que:

n?

-1
e 170
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Algunos criterios de convergencia para términos

positivos

En general, dada una serie convergente, no se podra determinar el
valor exacto de la suma, pero nos es suficiente con saber si
converge o no.

Veremos los siguientes criterios que determinan cudndo una serie
de términos positivos es convergente o no:

® Serie geométrica.
e Criterio de la integral (Serie p-arménica).
e Criterio del cociente.

e Criterio de la raiz.

Criterio de comparacién directa y en el limite.
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Serie geométrica: ;Es sumable la serie Y >" 1 "7

Profesora: Eva Touris Tema 2 (segunda parte)



Serie geométrica: ;Es sumable la serie Y >" 1 "7

, .
9] N I’—I’N+1 i—r 51|r|<1,
E r"leim E r"lelm 1 = 00 sir>1,

—00 —00 —r . -
n=1 n=1 No existe sir < —1.

Profesora: Eva Touris Tema 2 (segunda parte)



Serie geométrica: ;Es sumable la serie Y >" 1 "7

, )
o] N r_rN+1 i—r Sl|r|<1,
E r”leim E r"leim ;= 00 sir>1,

—00 —00 —r . .
n=1 n=1 No existe sir < —1.

o
La serie g r" se denomina serie geométrica de razon r. Se verifica

no

ro

o0
r<l = Z r" = 1 converge,
r
no

o
r>1 = Z r™ diverge.

no
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Criterio de la integral.

Sea f una funcién definida en [1,00), decreciente y positiva
Vx > 1. Dada {a,} tal que a, = f(n), entonces:

o0

oo
/ f(x)dx y Zan convergen o divergen simultdneamente Va > 1.
a

Ejemplo 2.7 (Ejerc.7(3)-Hoja 4): Estudiar la convergencia de la

serie:
Z =
ninn

n=2
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Ejemplo importante: Serie p-arménica.
o0

La serie E — se denomina serie p-arménica (arménica si p = 1).
n

Se verifica

=1
p>1 = Z — converge,
n

1
p<l = Z;diverge.
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Ejemplo importante: Serie p-arménica.
[e.e]
La serie E — se denomina serie p-arménica (arménica si p = 1).
n
Se verifica

=1
p>1 = Z — converge,
n

1
p<l = Z;diverge.

Ejemplo 2.6 (1-2) (cont.):

(1) ZE = 00 e.d., diverge
n=1
1

2 — < d.

(2) ; e 00 e.d. converge
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Criterio del cociente:

= /. Entonces

. . dn+1
Supongamos que existe lim +
n—oo  a,

( oo
(<1 = Z a, converge,

no

o
>1 = ) a,diverge,

no
si £ =1 el criterio no decide.

Ejemplo 2.8 (Ejerc.4-Hoja 4): Describir la convergencia de la

serie
n

a" n!

n"’
n=1

segun los valores de a > 0.

. ‘o oy ’ T . n! _
Indicacién: Utilizar la Férmula de Stirling lim,_ s iayTamn = 1.
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Criterio de la raiz:

Supongamos que existe lim /a, = {. Entonces
n—oo

o
(<1l = Z a, converge,

no

o0

(>1 = Zan diverge,
ng

| si £ =1 el criterio no decide.

Profesora: Eva Touris Tema 2 (segunda parte)



Criterio de comparacion directa.

Supongamos que se verifica a, < b, para todo n > k para algin k.
Entonces

oo oo
E b, converge = E a, converge,

no no
o o
Z a, diverge = Z b, diverge.
no

no

— 1
Ejemplo 2.10 (Ejerc.3(3)-Hoja 4): Z prt
n=1
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Criterio de comparacion en el limite.

- dp . .
Si lim — = ¢, donde 0 < ¢ < co. Entonces ambas series tienen
n—oo n

el mismo caracter, es decir, ambas convergen o ambas divergen:

Si{a,} <x{bs} = ian = ib”
nog no

o)
b
Ejemplo 2.11: Z (2n.a_ BT 1) converge si y solo si
n=1

a=b.
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Series de términos negativos

oo
Sea Z bp, una serie de términos todos ellos negativos, entonces
b, = — ap, con a, > 0 para todo n € N:

00 [e's)
Dba==2 an
no no

y se aplican los criterios vistos en la seccidn anterior.
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Criterios de convergencia para series alternadas

oo

Sea E an, una serie de términos con signo cualquiera:

o
® Se dice que converge absolutamente si la serie g lan|
converge. En ese caso la serie dada también converge:

o0

(o)
Z|a,,|<oo = Za,,<oo.
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Criterios de convergencia para series alternadas

oo

Sea E an, una serie de términos con signo cualquiera:

o
® Se dice que converge absolutamente si la serie g lan|
converge. En ese caso /a serie dada también converge:

o0

(o)
Z|a,,|<oo = Za,,<oo.

® Se dice que converge condicionalmente si converge pero no
absolutamente.

Obs.) Una serie puede ser convergente y no ser absolutamente
convergente.

o0 (o]
Zan<00 + Zlan|<oo.
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Series alternadas: Z(— 1)"b,

[o¢]
Dada las serie alterna Z(—l)”bn con b, > 0 para todo n € N:

o0 oo
° §j Z b, converge entonces Z(—l)”bn también converge:

[o¢] o0
Zb,, <oo = Z:(—l)”b,7 < o00.
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Series alternadas: Z(— 1)"b,

[o¢]
Dada las serie alterna Z(—l)”bn con b, > 0 para todo n € N:

o0 oo
° §j Z b, converge entonces Z(—l)”bn también converge:

[o¢] o0
Zb,, <oo = Z(—l)“b,, < o00.

o0

(@)
® El reciproco es falso: Z(—l)”bn <00 # Z b, < 00.
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Series alternadas: Z(— 1)"b,

[o¢]
Dada las serie alterna Z(—l)”bn con b, > 0 para todo n € N:

o0 oo
° §j Z b, converge entonces Z(—l)”bn también converge:

[o¢] o0
Z b, < oo = Z(—l)“b,, < o00.
o (@)
® El reciproco es falso: Z(—l)"bn <00 # Z b, < 00.
Criterio de Leibniz.

Si la sucesién {b,} es decreciente con lim b, = 0, entonces la
n—o00

o0
serie alternada Z(—l)"bn converge.
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Ejemplo 2.12: Estudiar la convergencia absoluta y condicional de
las series

m Y e 28 g Y
n=1
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Series de nameros complejos.

Dada una sucesién de niimeros complejos

{Zn}neN = {Xn + iyn}nEN ,

con {xp}nen € {¥n}nen sucesiones de ndmeros reales, la serie
asociada se representa de la forma:

oo o o o0
Zzn:Z(xn—i—iyn):an—l—iZyn.
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Series de nameros complejos.

Dada una sucesién de niimeros complejos

{Zn}neN = {Xn + iyn}nEN ,

con {xp}nen € {¥n}nen sucesiones de ndmeros reales, la serie
asociada se representa de la forma:

oo o o o
Zzn:Z(xn—i—iyn):an—l—iZy,,.

Por tanto, estudiar la convergencia de series de nimeros complejos
se reduce a estudiar la convergencia de series de niimeros reales:

(0.9} o oo
° E z, converge si y solo si E Xn Y E Yn convergen,
oo

[e.e]

. E z, converge absolutamente si g |zn| converge,

o o0 o
con E Xn E Yn'Y g |zn| series de nimeros reales.
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Ejemplo 2.13: Estudiar la convergencia absoluta y condicional de
. o0 "n
la serie > 7, ©.
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